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Re´sume´
´Etant donne´ un tournoi T = (S,A), une partie X de S est un intervalle de T lorsque
pour tous a,b ∈ X et x ∈ S−X , (a,x) ∈ A si et seulement si (b,x) ∈ A. Par exemple,
/0, {x}(x ∈ S) et S sont des intervalles de T , appele´s intervalles triviaux. Un tournoi,
dont tous les intervalles sont triviaux, est inde´composable ; sinon, il est de´composable.
Un sommet x d’un tournoi inde´composable T est critique si le tournoi T − x est
de´composable. En 1993, J.H. Schmerl et W.T. Trotter ont caracte´rise´ les tournois dont
tous les sommets sont critiques, appele´s tournois critiques. Ces tournois ont un cardi-
nal impair ≥ 5. Pour chaque entier impair m ≥ 5, il existe trois tournois critiques de
cardinal m. Dans cet article, nous caracte´risons les tournois qui admettent un unique
sommet non critique, que nous appelons tournois (-1)-critiques. Ces tournois ont un
cardinal impair≥ 7. Pour chaque entier impair m≥ 7, il existe 3m−15 tournois (−1)-
critiques de cardinal m.
Mots cle´s : Critique, Graphe d’inde´composabilite´, Intervalle, Tournoi Inde´composable.
Abstract
The (-1)-critical tournaments. Given a tournament T = (V,A), a subset X of V is
an interval of T provided that for any a,b ∈ X and x ∈V −X , (a,x) ∈ A if and only if
(b,x) ∈ A. For example, /0, {x}(x∈V ) and V are intervals of T , called trivial intervals.
A tournament, all the intervals of which are trivial, is indecomposable; otherwise, it
is decomposable. A vertex x of an indecomposable tournament is critical if T − x is
decomposable. In 1993, J.H. Schmerl and W.T. Trotter characterized the tournaments,
all the vertices of which are critical, called critical tournaments. The cardinality of
these tournaments is odd. Given an odd integer m≥ 5, there exist three critical tourna-
ments of cardinality m. and there are exactly three critical tournaments for each such
a cardinality. In this article, we characterize the tournaments which admit a single non
critical vertex, that we call (-1)-critical tournaments. The cardinality of these tourna-
ments is odd. Given an odd integer m≥ 7, there exist 3m−15 (-1)-critical tournaments
of cardinality m.
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1 Introduction
Un graphe (oriente´) G = (S(G),A(G)) ou (S,G), est constitue´ d’un ensemble fini S de
sommets et d’un ensemble A de couples de sommets distincts, appele´s arcs de G. L’ordre
(ou le cardinal) du graphe G est le nombre de ses sommets. `A chaque partie X de S est
associe´ le sous-graphe G(X) = (X ,A∩ (X × X)) de G induit par X . Pour X ⊆ S (resp.
x ∈ S), le graphe G(S−X), ou` S−X = {s ∈ S : s /∈ X}, (resp. G(S−{x}) est note´ G−X
(resp. G− x). ´Etant donne´s deux graphes G = (S,A) et G′ = (S,A′), une bijection f de S
sur S′ est un isomorphisme de G sur G′ si pour tous x, y ∈ S, (x,y) ∈ A si et seulement si
( f (x), f (y)) ∈ A′. Lorsqu’un tel isomorphisme existe, on dit que G et G′ sont isomorphes,
et on note G ≃ G′.
Un graphe G = (S,A) est un tournoi lorsque pour tous x 6= y ∈ S, on a: (x,y) ∈ A si et
seulement si (y,x) /∈ A. ´Etant donne´ un tournoi T = (S,A), pour tous sommets distincts x,
y de S, la notation x −→ y signifie (x,y) ∈ A, et on dit, dans ce cas, que x domine y. Pour
toutes parties disjointes I et J de S, on note I −→ J lorsque pour tout (x,y) ∈ I× J, x−→ y.
La notation I ∼ J signifie que I −→ J ou J −→ I. De meˆme, pour tout x ∈ S et pour tout
Y ⊆ S−{x}, x −→ Y (resp. Y −→ x) signifie x −→ y (resp. y −→ x) pour tout y ∈ Y . La
notation x ∼ Y signifie que x −→ Y ou Y −→ x. Pour tout x ∈ S, on pose V−T (x) = {y ∈ S :
y−→ x} et V+T (x) = {y∈ S : x−→ y}. On introduit une relation d’e´quivalence, note´e ≡, sur
les couples de sommets distincts de T , de´finie comme suit: (x,y) ≡ (u,v) si (x,y) = (u,v)
ou | {(x,y),(u,v)}∩A |6= 1.
Un tournoi T est un ordre total (ou une chaıˆne, ou une liste), lorsque pour tous x,y,z ∈
S(T ), si x −→ y et y −→ z, alors x −→ z. Un ordre total d’ordre k est aussi appele´ k-
chaıˆne. Pour deux sommets distincts a et b d’un ordre total T , a < b signifie a −→ b. La
notation T = a0 < · · · < an signifie que T est l’ordre total de´fini sur S = {a0, · · · ,an} par
A(T ) = {(ai,a j) : i < j}. L’ordre total usuel 0 < · · ·< n est note´ Ln+1.
`A tout tournoi T = (S,A) est associe´ son tournoi dual T ⋆ = (S,A⋆), ou` A⋆ = {(x,y) :
(y,x) ∈ A}.
´Etant donne´ un tournoi T = (S,A), une partie I de S est un intervalle [4, 5, 7] (ou un
clan [3]) de T lorsque pour a,b ∈ I et x ∈ S− I, (a,x) ≡ (b,x). Par exemple, /0, {x} ou`
x ∈ S, et S sont des intervalles de T , appele´s les intervalles triviaux de T . Un tournoi
est inde´composable [5, 7] (ou primitif [3]) si tous ses intervalles sont triviaux et il est
de´composable dans le cas contraire.
Un sommet x d’un tournoi inde´composable T est dit critique si le tournoi T − x est
de´composable. Soit T un tournoi inde´composable a` au moins 5 sommets. Le tournoi T est
dit critique si tous ses sommets sont critiques. On ge´ne´ralise cette de´finition en disant que
le tournoi T est (−k)-critique lorsqu’il admet exactement k sommets non critiques. Afin de
rappeler la caracte´risation des tournois critiques, nous introduisons, pour tout entier n ≥ 1,
les tournois T2n+1, U2n+1 et V2n+1 de´finis sur {0, · · · ,2n} comme suit.
1. A(T2n+1) = {(i, j) : j− i ∈ {1, · · · ,n} mod. 2n+1}.
2. U2n+1 est le tournoi obtenu a` partir de l’ordre total L2n+1 en inversant les arcs reliant
deux sommets pairs, de sorte que A(U2n+1) = {(i, j) : i < j et i ou j est impair }∪
{(i, j) : i > j et i et j sont pairs}.
3. V2n+1({0, · · · ,2n−1}) = 0 < · · ·< 2n−1 et V+V2n+1(2n) = {2i : i ∈ {0, · · · ,n−1}}.
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Remarquons que T3 =U3 =V3 = {{0,1,2},{(0,1), (1,2), (2,0)}}.
Proposition 1.1. (J. H. Schmerl et W. T. Trotter [7]) `A un isomorphisme pre`s, les tournois
critiques sont les tournois T2n+1, U2n+1 et V2n+1, ou` n ≥ 2.
Dans cet article, nous caracte´risons les tournois (−1)-critiques, re´pondant ainsi, dans
le cas des tournois, a` une question pose´e par Y. Boudabbous et P. Ille [2]. Contrairement
aux tournois T2n+1, les tournois U2n+1 et V2n+1 apparaissent dans la morphologie de ces
tournois que nous pre´sentons a` partir de leur unique sommet non critique. A cet effet, nous
de´finissons pour tout entier n ≥ 3 et pour tout entier k ∈ {1, · · · ,n−2}, les tournois E2k+12n+1 ,
F2k+12n+1 , G
2k+1
2n+1 et H
2k+1
2n+1 de´finis sur {0, · · · ,2n} comme suit.
1. E2k+12n+1(V
−
E2k+12n+1
(2k+1)) = L2k+1, E2k+12n+1(V
+
E2k+12n+1
(2k+1)) = 2k+2< · · ·< 2n et pour tout
(x,y) ∈V+
E2k+12n+1
(2k+1)×V−
E2k+12n+1
(2k+1), x −→ y si et seulement si x et y sont pairs.
2. F2k+12n+1 (V
−
F2k+12n+1
(2k + 1)) = U2k+1, F2k+12n+1 (V
+
F2k+12n+1
(2k + 1)) = 2k + 2 < · · · < 2n et pour
tout (x,y) ∈ V+
F2k+12n+1
(2k + 1)×V−
F2k+12n+1
(2k + 1), x −→ y si et seulement si x et y sont
pairs.
3. G2k+12n+1(V
−
G2k+12n+1
(2k+1)) =U2k+1, G2k+12n+1(V
+
G2k+12n+1
(2k+1))≃V2n−2k−1 avec 2k+2< · · ·<
2n−1 et pour tout (x,y) ∈V+G2k+12n+1
(2k+1)×V−G2k+12n+1
(2k+1), x −→ y si et seulement si
x = 2n et y est pair.
4. H2k+12n+1(V
−
H2k+12n+1
(2k+1)) =V2k+1, H2k+12n+1(V
+
H2k+12n+1
(2k+1))≃V2n−2k−1 avec 2k+2< · · ·<
2n−1 et pour tout (x,y) ∈V+
H2k+12n+1
(2k+1)×V−
H2k+12n+1
(2k+1), x −→ y si et seulement si
x = 2n et y = 2k.
Observons que dans les tournois T = E2k+12n+1 , F
2k+1
2n+1 , G
2k+1
2n+1 ou H
2k+1
2n+1 de´finis ci-dessus,
chacun des sous-tournois T (V−T (2k+1)) et T (V+T (2k+1)) est ou bien une chaıˆne, ou bien
un tournoi critique non isomorphe a` un tournoi de la classe {T2p+1}p≥2. Les cardinaux
respectifs de ces sous-tournois sont 2k+1 et 2n−2k−1.
Pour tout entier n≥ 3, on de´signe par E2n+1 (resp. F2n+1, F ⋆2n+1, G2n+1, G⋆2n+1, H2n+1),
la classe des n− 2 tournois {E2k+12n+1}1≤k≤n−2 (resp. {F2k+12n+1 }1≤k≤n−2, {(F2k+12n+1 )⋆}1≤k≤n−2 ,
{G2k+12n+1}1≤k≤n−2, {(G
2k+1
2n+1)
⋆}1≤k≤n−2, {H2k+12n+1}1≤k≤n−2).
Remarquons alors le fait suivant.
Remarque 1.2. ´Etant donne´ un entier n ≥ 3, si T est un tournoi de la classe E2n+1 (resp.
H2n+1), alors T ⋆ est aussi un tournoi de la classe E2n+1 (resp. H2n+1)).
Preuve. Il suffit de remarquer que pour k ∈ {1, · · · ,n−2}, la permutation σ de {0, · · · ,2n}
de´finie par : pour tout q ∈ {0, · · · ,2n}, σ(q) = 2n− q (resp. σ(q) = 2n− q− 1 si q ∈
{0, · · · ,2n} − {2n,2k,2k + 1}, σ(2n) = 2(n− k− 1), σ(2k) = 2n et σ(2k + 1) = 2(n−
k− 1) + 1), est un isomorphisme de (E2k+12n+1)⋆ (resp. (H2k+12n+1)⋆) sur E2(n−k−1)+12n+1 (resp.
H2(n−k−1)+12n+1 ). 
La caracte´risation suivante des tournois (−1)-critiques, est le principal re´sultat de cet
article.
3
The´ore`me 1.3. `A un isomorphisme pre`s, les tournois (−1)-critiques sont les tournois
E2k+12n+1 , F
2k+1
2n+1 , (F
2k+1
2n+1 )
⋆
, G2k+12n+1, (G
2k+1
2n+1)
⋆ et H2k+12n+1 , ou` n ≥ 3 et 1 ≤ k ≤ n− 2. De plus,
le sommet 2k+1 est l’unique sommet non critique de chacun de ces tournois.
2 Tournois inde´composables
De´finition 2.1. Soit T = (S,A) un tournoi. `A toute partie X de S telle que | X |≥ 3 et le
sous-tournoi T (X) est inde´composable, on associe les parties de S−X suivantes.
– [X ] = {x ∈ S−X : x ∼ X}.
– Pour tout u ∈ X, X(u) = {x ∈ S−X : {u,x} est un intervalle de T (X ∪{x})}.
– Ext(X) = {x ∈ S−X : T (X ∪{x}) est inde´composable}.
Rappelons le lemme suivant.
Lemme 2.2. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [3]) Soient T = (S,A) un tournoi et X une
partie de S tels que | X |≥ 3 et T (X) est inde´composable. La famille {X(u) : u ∈ X}∪
{Ext(X), [X ]} forme une partition de S−X . De plus, les assertions suivantes sont ve´rifie´es.
– Soient u ∈ X, x ∈ X(u) et y ∈ S− (X ∪X(u)). Si T (X ∪{x,y}) est de´composable,
alors {u,x} est un intervalle de T (X ∪{x,y}).
– Soient x ∈ [X ] et y ∈ S− (X ∪ [X ]). Si T (X ∪{x,y}) est de´composable, alors X ∪{y}
est un intervalle de T (X ∪{x,y}).
– Soient x 6= y ∈ Ext(X). Si T (X ∪{x,y}) est de´composable, alors {x,y} est un inter-
valle de T (X ∪{x,y}).
De ce lemme de´coule le re´sultat suivant.
Corollaire 2.3. (A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [3])
Soit T = (S,A) un tournoi inde´composable. Si X est une partie de S telle que | X |≥ 3,
| S−X |≥ 2 et T (X) est inde´composable, alors il existe deux sommets distincts x et y de
S−X tels que T (X ∪{x,y}) est inde´composable.
3 Graphe d’inde´composabilite´
Rappelons d’abord qu’un graphe symetrique (ou non oriente´) est un graphe G tel que
pour tous x 6= y ∈ S(G), on a : (x,y) ∈ A(G) si et seulement si (y,x) ∈ A(G). On conside`re
alors que, dans un tel graphe G, A(G) est un ensemble de paires de sommets distincts de
S(G), appele´es areˆtes de G. Par exemple, le chemin Pn de longueur n−1 et le cycle Cn de
longueur n≥ 3 sont les graphes non oriente´s de´finis sur {0, · · · ,n−1} de la fac¸on suivante.
Pour tous i, j ∈ {0, · · · ,n−1}, {i, j} est une areˆte de Pn si | i− j |= 1. Le cycle Cn est alors
obtenu a` partir de Pn en ajoutant l’areˆte {0,n− 1}. Tout graphe isomorphe a` Pn (resp. Cn)
est appele´ chemin (resp. cycle). Une relation d’e´quivalence R est de´finie sur S(G) comme
suit. Pour tous x 6= y ∈ S(G), x R y s’il existe une suite x0 = x, · · · ,xn = y de sommets de G
telle que pour tout i ∈ {0, · · · ,n−1}, {xi,xi+1} ∈ A(G). les classes d’e´quivalence de R sont
appele´es composantes connexes de G. Pour tout sommet x ∈ S(G), on pose VG(x) = {y ∈ S:
{x,y} ∈ A(G)}. Lorsque VG(x) = /0, on dit que x est un sommet isole´ de G.
4
La notion de graphe d’inde´composablite´ a` e´te´ introduite par P. Ille [1, 5] de la fac¸on
suivante. `A chaque tournoi T = (S,A) est associe´ son graphe d’inde´composabilite´ I(T )
de´fini sur S comme suit. Pour tous x 6= y ∈ S, {x,y} est une areˆte de I(T ) si T −{x,y}
est inde´composable. Ce graphe est un outil important dans notre construction des tournois
(−1)-critiques.
Notons qu’un tournoi T et son dual T ⋆ ont les meˆmes intervalles. Il s’ensuit que T et
T ⋆ ont les meˆmes sommets critiques ainsi que le meˆme graphe d’inde´composabilite´.
Dans la suite de ce paragraphe, nous e´tudions le graphe d’inde´composabilite´ d’un
tournoi (−1)-critique.
Rappelons, d’adord, les deux lemmes suivants.
Lemme 3.1. (Y. Boudabbous et P. Ille [2]) Soient T = (S,A) un tournoi inde´composable et
x un sommet critique de T . Alors |VI(T )(x) |≤ 2 et on a:
– Si VI(T )(x) = {y}, ou` y ∈ S, alors T −{x,y} est un intervalle de T − x.
– Si VI(T )(x) = {y,z}, ou` y 6= z ∈ S, alors {y,z} est un intervalle de T − x.
Lemme 3.2. (Y. Boudabbous et P. Ille [2]) Le graphe d’inde´composabilite´ d’un tournoi
(−1)-critique admet une unique composante connexe de cardinal ≥ 2.
Le lemme suivant pre´cise l’ordre d’un tournoi (−1)-critique
Lemme 3.3. L’ordre d’un tournoi (−1)-critique est impair et supe´rieur ou e´gal a` 7.
Preuve.
Les tournois a` 4 sommets sont, a` un isomorphisme pre`s, au nombre de quatre et sont tous
de´composables. Il s’ensuit que les tournois inde´composables a` 5 sommets sont critiques.
Ainsi, il n’existe aucun tournoi (−1)-critique d’ordre 5.
Soit T un tournoi inde´composable a` au moins 3 sommets. Pour tout sommet x de T , il
existe deux sommets y 6= z de T − x tels que T ({x,y,z}) ≃U3. En effet, autrement, il existe
un sommet α de T tel que V−T (α) −→ V+T (α). Si | V−T (α) |=| V+T (α) |= 1 alors T ≃ L3,
ce qui contredit l’inde´composabilite´ de T . Sinon, V−T (α) ou V
+
T (α) est un intervalle non
trivial de T , une contradiction. Supposons, a` pre´sent, que le tournoi T est (−1)-critique
et de´signons par a son unique sommet non critique. D’apre`s ce qui pre´ce`de, il existe deux
sommets b 6= c de T −a tel que T ({a,b,c}) ≃U3. Si le tournoi T est d’ordre pair, alors par
une suite finie d’applications du corollaire 2.3, on obtient un sommet ω ∈ S(T )−{a} tel
que le tournoi T −ω est inde´composable. Contradiction.

Le re´sultat suivant comple`te le lemme 3.1 dans le cas des tournois (−1)-critiques.
Lemme 3.4. Le sommet non critique a d’un tournoi (−1)-critique T = (S,A) est tel que
|VI(T )(a) |= 2.
Preuve. Comme T−a est un tournoi inde´composable qui est, d’apre`s le lemme 3.3, d’ordre
pair, il s’ensuit que T − a n’est ni critique ni (−1)-critique. Il existe alors deux sommets
distincts x, y ∈ S−{a} tels que les tournois T −{a,x} et T −{a,y} sont inde´composables.
Ainsi {x,y} ⊆VI(T )(a), de sorte que | VI(T )(a) |≥ 2. Supposons que |VI(T )(a) |≥ 3 et con-
side´rons 3 sommets deux a` deux distincts x, y et z de VI(T )(a). On pose X = S−{a,x},
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Y = S−{a,y} et Z = S−{a,z}. Les tournois T , T (X), T (Y ) et T (Z) sont inde´composables
avec, d’apre`s le lemme 3.3, | X |=| Y |=| Z |≥ 5. Les tournois T − x, T − y et T − z e´tant
de´composables, alors a /∈ Ext(X)∪Ext(Y )∪Ext(Z). Nous montrons d’abord qu’il existe
(u,v,w) ∈ X×Y ×Z tel que a∈ X(u)∩Y (v)∩Z(w). Supposons, par exemple, qu’il n’existe
pas un u ∈ X tel que a ∈ X(u), ce qui e´quivaut a` dire, d’apre`s le lemme 2.2, que a ∈ [X ].
Quitte a` remplacer T par T ⋆, on peut supposer que a −→ X et donc x −→ a. Remarquons
que a /∈ [Y ], sinon, comme z ∈ X ∩Y et a −→ X , alors a −→ Y et en particulier a −→ x,
une contradiction. De meˆme a /∈ [Z]. Comme de plus, a /∈ Ext(Y )∪Ext(Z), alors, d’apre`s
le lemme 2.2, il existe (v,w) ∈Y ×Z tel que a ∈ Y (v)∩Z(w).
On a force´ment v 6= w. Sinon, comme a−→ X et a ∈ Y (v) (resp. a ∈ Z(v)), alors v−→
S−{v,a,x,y} (resp. v−→ S−{v,a,x,z}). Il s’ensuit que v−→ S−{v,a,x} et en particulier
v 6= x, autrement {x,a} −→ X , ce qui contredit l’inde´composabilite´ de T . Comme de plus
| X |≥ 5, alors S−{v,a,x} est un intervalle non trivial du tournoi inde´composable T (X).
Contradiction.
De plus, {v,w}∩{x,y,z} 6= /0. Sinon, comme d’une part a −→ X , en particulier a −→
{v,w}, et d’autre part a ∈ Y (v) (resp. a ∈ Z(w)), il s’ensuit que v −→ w (resp. w −→ v).
Contradiction. Cela nous ame`ne a` distinguer les cas suivants.
– x /∈ {v,w}. Dans ce cas {v,w} ∩ {y,z} 6= /0. Si, par exemple, v = z, alors {a,z} et
{a,w} sont des intervalles respectifs de T − y et de T − z, de sorte que {z,w} est un
intervalle non trivial du tournoi inde´composable T −{a,y}. Contradiction.
– x ∈ {v,w}. Supposons, par exemple, que v = x. Dans ce cas a ∈ Y (x), et comme
x −→ a −→ X , alors x −→ S−{x,y}. Il s’ensuit que S−{a,x,y} est un intervalle
non trivial du tournoi inde´composable T −{a,y}. Contradiction.
Il est, a` pre´sent, e´tabli qu’il existe (u,v,w) ∈ X ×Y ×Z tel que a ∈ X(u)∩Y (v)∩Z(w).
D’une part, les sommets u, v et w sont deux a` deux distincts; autrement, si par exemple
u = v, alors {a,u} est un intervalle de chacun des tournois T − x et T − y ce qui implique
que {a,u} est un intervalle non trivial du tournoi inde´composable T . Contradiction. D’autre
part, {u,v,w}∩{x,y,z} 6= /0; sinon, pour tout α ∈ {u,v,w}, {u,v,w}−{α} est un intervalle
de T ({u,v,w}). Une contradiction, car dans chacun des deux tournois a` 3 sommets (U3
et L3), il existe une paire de sommets qui n’est pas un intervalle. Supposons alors, par
exemple, que u = y. Les paires {u,a} et {v,a} sont alors des intervalles respectifs des
tournois T − x et T − u. Ainsi {u,v} est un intervalle non trivial, de T −{a,x} si v 6=
x, de T − a si v = x. Une contradiction, puisque les tournois T −{a,x} et T − a sont
inde´composables. 
Le lemme ci-dessus, permet de pre´ciser la composante connexe, non re´duite a` un sin-
gleton, du graphe d’inde´composabilite´ d’un tournoi (−1)-critique.
Lemme 3.5. Si T est un tournoi (-1)-critique, alors I(T )(C ) est un chemin, ou` C est
l’unique composante connexe de I(T ) qui n’est pas re´duite a` un singleton.
Preuve. Rappelons que, d’apre`s le lemme 3.2, I(T ) admet une unique composante connexe
C , non re´duite a` un singleton. De plus, d’apre`s les lemmes 3.1 et 3.4, pour tout sommet
x ∈ C , on a: 1 ≤| VI(T )(C )(x) |≤ 2. Il s’ensuit que I(T )(C ) est ou bien un chemin ou bien
un cycle. Supposons que I(T )(C ) est le cycle Cn de´fini sur Z/nZ= {0, · · · ,n−1} ou` n≥ 3
et ou` 0 est l’unique sommet non critique de T . Soit i ∈ {1, · · · ,n− 1}. Comme i est un
sommet critique de T avec VI(T )(i) = {i− 1, i+ 1}, alors {i− 1, i+ 1} est un intervalle de
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T − i, sans eˆtre un intervalle de T , de sorte que (i− 1, i) ≡ (i, i+ 1). Quitte a` remplacer T
par T ⋆, on peut supposer que 0−→ 1. Il s’ensuit que pour tout i∈ {0, · · · ,n−1}, i−→ i+1,
en particulier n− 1 −→ 0. Si j > 1 est un sommet impair de C , alors j− 1 est un sommet
critique de T avec VI(T )( j− 1) = { j− 2, j}. Il s’ensuit que { j− 2, j} est un intervalle du
tournoi T −{ j−1}, et comme j−1 6= 0, alors (0, j)≡ (0, j−2). Ainsi, pour tout sommet
impair k de C , on a: (0,1) ≡ (0,3) ≡ ·· · ≡ (0,k), et comme 0 −→ 1, alors 0 −→ k. Il
s’ensuit que 0 −→ {k ∈ C : k est impair}. Comme n− 1 −→ 0, alors n est impair. Posons
n−1 = 2m et distinguons les deux cas suivants.
– C 6= S. Soit x∈ S−C . Comme pour tout i∈{1, · · · ,2m}, {i−1, i+1} est un intervalle
de T − i, alors (x,0) ≡ (x,2) ≡ ·· · ≡ (x,2m) et (x,0) ≡ (x,2m−1) ≡ ·· · ≡ (x,1). Il
s’ensuit que x ∼ C et donc C est un intervalle non trivial du tournoi inde´composable
T . Contradiction.
– C = S. D’une part, 0 −→ 1 donc 1 −→ {i ∈ S−{0} : i est pair}; d’autre part, 2m−
1 −→ 2m donc {i ∈ S : i est impair} −→ 2m. le tournoi T −0 e´tant inde´composable,
il existe deux sommets k et l de T − 0 tels que k −→ 1 et 2m −→ l. D’apre`s ce qui
pre´ce`de, k est impair et l est pair. Comme k −→ 1 et k est impair (resp. 2m −→ l et
l est pair), alors {i ∈ S−{1} : i est impair} −→ 1 (resp. 2m −→ {i ∈ S−{0,2m} : i
est pair}). Ainsi, {i ∈ S−{1} : i est impair} −→ {1,2m} −→ {i ∈ S−{0,2m} : i est
pair}. En particulier, {1,2m} est un intervalle non trivial du tournoi inde´composable
T −0. Contradiction.

4 Preuve du the´ore`me 1.3
Nous montrons d’abord que les tournois introduits dans le the´ore`me 3.1 sont (−1)-
critiques et deux a` deux non isomorphes.
Proposition 4.1. Soient n et k deux entiers tels que n≥ 3 et k ∈ {1, · · · ,n−2}. Les tournois
E2k+12n+1 , F
2k+1
2n+1 , G
2k+1
2n+1 et H
2k+1
2n+1 sont des tournois (−1)-critiques dont l’unique sommet non
critique est 2k+1.
Preuve.
Ve´rifions d’abord que pour W = E2k+12n+1 , F
2k+1
2n+1 , G
2k+1
2n+1 ou H
2k+1
2n+1 , on a:
∀i ∈ S(W )−{2k+1}, W −{i} est de´composable. (4.1)
En effet, pour i = 0 (resp. i = 2n), {2, · · · ,2n} (resp. {0, · · · ,2n−2}) est un intervalle
non trivial de W − i. Pour i∈ {1, · · · ,2k−2}∪{2k}∪{2k+2, · · · ,2n−2}, {i−1, i+1} est
un intervalle non trivial de W − i. Pour i = 2k−1, {i−1, i+1} est un intervalle non trivial
de chacun des tournois E2k+12n+1 − i, F
2k+1
2n+1 − i et G
2k+1
2n+1 − i, et {i− 1, i+ 2} est un intervalle
non trivial de H2k+12n+1 − i. Pour i = 2n− 1, {i− 1, i+ 1} (resp. {0, · · · ,2n− 3}∪ {2n}) est
un intervalle non trivial de chacun des tournois E2k+12n+1 − i et F
2k+1
2n+1 − i (resp. G2k+12n+1 − i et
H2k+12n+1 − i).
Fixons maintenant un entier k≥ 1, et montrons la proposition par re´currence sur l’entier
n ≥ k+ 2. Commenc¸ons par examiner le cas ou` n = k+ 2. Nos tournois sont maintenant
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de´finis sur {0, · · · ,2k + 4}, on pose X = {0, · · · ,2k+ 4}−{2k + 1,2k+ 2}. Les tournois
E2k+12k+5 (X) , F
2k+1
2k+5 (X), G
2k+1
2k+5(X) et H
2k+1
2k+5 (X) sont inde´composables. En effet, d’une part
E2k+12k+5 (X) ≃ H
2k+1
2k+5 (X) ≃ V2k+3 (les (2k+ 2)-chaıˆnes respectives des tournois E2k+12k+5 (X) et
H2k+12k+5 (X) sont 0 < · · · < 2k < 2k+ 3 et 0 < · · · < 2k− 1 < 2k+ 3 < 2k+ 4); d’autre part,
F2k+12k+5 (X) = G
2k+1
2k+5(X) ≃U2k+3 (un isomorphisme sur U2k+3 fixe chacun des sommets de
{0, · · · ,2k}, envoie 2k+ 3 sur 2k+ 1 et 2k+ 4 sur 2k+ 2). Soit T = E2k+12k+5 , F2k+12k+5 , G2k+12k+5
ou H2k+12k+5 . Dans le tournoi T , 2k+1 ∈ X(2k+3) et, comme 1 −→ 2k+2 −→ 2k+3, alors
2k+2 /∈ [X ]. Montrons que 2k+2 ∈ Ext(X), ce qui signifie que :
T −{2k+1} est inde´composable . (4.2)
Supposons par l’absurde qu’il existe u∈ X tel que 2k+2∈ X(u). Pour T = E2k+12k+5 ou F
2k+1
2k+5 ,
2k+2−→{0,2k+4} et, comme il n’existe aucun sommet x∈X ve´rifiant x−→{0,2k+4},
alors u ∈ {0,2k + 4}, ce qui contredit les faits que 0 −→ 1 −→ 2k+ 2 et 2k+ 2 −→ 2k+
3 −→ 2k+ 4. Pour T = G2k+12k+5 (resp. H2k+12k+5 ), {0, · · · ,2k} −→ 2k+ 2 et T ({0, · · · ,2k}) =
U2k+1 (resp. V2k+1), en particulier T ({0, · · · ,2k}) est inde´composable. Il s’ensuit que u /∈
{0, · · · ,2k}, autrement, {0, · · · ,2k}− {u} −→ u, ce qui contredit l’inde´composabilite´ de
T ({0, · · · ,2k}). Ainsi, u ∈ {2k+3,2k+4}, contredisant le fait que 2k+2 −→ 2k+3 −→
2k+4 −→ 2k+2.
Comme 2k+1 ∈ X(2k+3) et 2k+2 ∈ Ext(X) et 2k+1 −→ 2k+2 −→ 2k+3, alors,
d’apre`s le lemme 2.2, le tournoi T est inde´composable et, d’apre`s (4.1) et (4.2), 2k+1 est
l’unique sommet non critique de T .
`A pre´sent, soit un entier n > k + 2. On pose Xn = {0, · · · ,2n} − {2k + 2,2k + 3} et
X ′n = Xn −{2k + 1}. Soit D = E , F , G ou H . L’application f de Xn sur {0, · · · ,2n− 2}
de´finie par f (i) = i (resp. f (i) = i−2) si i ∈ {0, · · · ,2k+1} (resp. i∈ {2k+4, · · · ,2n}), est
un isomorphisme de D2k+12n+1(Xn) sur D
2k+1
2n−1, qui fixe le sommet 2k+1. Il s’ensuit, en appli-
quant l’hypothe`se de re´currence, que D2k+12n+1(Xn) est un tournoi (−1)-critique dont l’unique
sommet non critique est 2k + 1. Le tournoi D2k+12n+1(X ′n) est ainsi inde´composable. On a
bien 2k + 2 ∈ Xn(2k + 4) et 2k + 3 ∈ Xn(2k + 1), en particulier, 2k + 2 ∈ X ′n(2k + 4) et
D2k+12n+1(X
′
n∪{2k+ 3}) ≃ D2k+12n+1(Xn) ≃ D
2k+1
2n−1. Le tournoi D
2k+1
2n+1(X
′
n∪{2k+ 3}) e´tant alors
inde´composable, 2k+ 3 ∈ Ext(X ′n). Comme de plus, 2k+ 2 −→ 2k+ 3 −→ 2k+ 4, alors,
d’apre`s le lemme 2.2, les tournois D2k+12n+1 et D
2k+1
2n+1−{2k+1} sont inde´composables. Avec
(4.1), 2k+1 est l’unique sommet non critique de D2k+12n+1.

Corollaire 4.2. Pour tout n≥ 3, les 6(n−2) tournois de la classe D2n+1 = E2n+1∪F2n+1∪
F ⋆2n+1∪G2n+1∪G
⋆
2n+1∪H2n+1 sont deux a` deux non isomorphes.
Preuve.
Soient T et T ′ deux tournois isomorphes de la classe D2n+1. D’apre`s la proposition
4.1, T et T ′ sont (-1)-critiques. De´signons alors par a et a′ leurs sommets non critiques
respectifs. Par construction des diffe´rentes classes, le tournoi T est dans la classe E2n+1
(resp. F2n+1, F ⋆2n+1, G2n+1, G⋆2n+1 H2n+1) si et seulement si T (V+T (a)) et T (V−T (a)) sont
des chaıˆnes (resp. T (V+T (a)) est une chaıˆne et T (V−T (a)) n’est pas une chaıˆne, T (V+T (a))
n’est pas une chaıˆne et T (V−T (a)) est une chaıˆne, il existe un unique sommet de V
+
T (a) qui
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domine au moins deux sommets de V−T (a), il existe un unique sommet de V
−
T (a) qui soit
domine´ par au moins deux sommet de V+T (a), | A(T )∩ (V
+
T (a)×V
−
T (a)) |= 1). Il s’ensuit
que si T est un tournoi de la classe E2n+1 (resp. F2n+1, F ⋆2n+1, G2n+1 G⋆2n+1, H2n+1), il en
est de meˆme pour le tournoi T ′. Si T et T ′ sont dans la meˆme classe E2n+1 (resp. F2n+1,
G2n+1, H2n+1), alors il existe deux entiers k, k′ ∈ {0, · · · ,n− 2} tels que T = E2k+12n+1 (resp.
F2k+12n+1 , G
2k+1
2n+1, H
2k+1
2n+1 ) et T ′ = E2k
′+1
2n+1 (resp. F2k
′+1
2n+1 , G
2k′+1
2n+1 , H
2k′+1
2n+1 ). D’apre`s la proposition
4.1, a = 2k+1 et a′ = 2k′+1. Ainsi, |V−T (a) |= 2k+1 et |V
−
T ′ (a
′) |= 2k′+1. Or, comme
un isomorphisme de T sur T ′ envoie a sur a′, on a | V−T (a) |=| V
−
T ′ (a
′) |. Il s’ensuit que
k = k′ et donc T = T ′. Si enfin T et T ′ sont dans la meˆme classe F ⋆2n+1 (resp. G⋆2n+1), alors
T ⋆ et T ′⋆ sont dans la meˆme classe F2n+1 (resp. G2n+1) de sorte que, d’apre`s ce qui pre´ce`de,
T ⋆ = T ′⋆ et donc T = T ′.

Il est commode d’introduire les deux lemmes suivants, avant d’entamer la preuve du
the´ore`me.
Lemme 4.3. Soit T =(S,A) un tournoi (-1)-critique, avec I(T )(C )=Pm+1 ou` C = {0, · · · ,m}
est la composante connexe, non re´duite a` un singleton, de I(T ). On de´signe par a le som-
met non critique de T et on pose A+I = {i ∈ C : i > a et i est impair}, A
−
I = {i ∈ C : i < a
et i est impair}, A+P = {i ∈ C : i > a et i est pair} et A
−
P = {i ∈ C : i < a et i est pair}. Si
W = T (A+P ), T (A
−
P ), T (A
+
I ) ou T (A
−
I ), alors W ou W ⋆ est l’ordre total usuel sur l’ensemble
S(W ) des sommets de W.
Preuve.
Il suffit de conside´rer le cas ou` | S(W ) |≥ 3. On pose alors S(W ) = {w1, · · · ,wq},
ou` q ≥ 3 et w1 < · · · < wq. Soit k ∈ {2, · · · ,q}. On a wk−1 + 1 ∈ C −{0,m} et donc
| VI(T )(wk−1 + 1) |= 2. En utilisant le lemme 3.1, {wk−1,wk} est un intervalle de T −
{wk−1 +1} et, comme wk−1+1 /∈ S(W ), alors {wk−1,wk} est un intervalle de W . Il s’ensuit
que pour tous i < j ∈ {1, · · · ,q}, (wi,w j)≡ ·· · ≡ (w1,w j)≡ (w1,w j−1)≡ ·· · ≡ (w1,w2). Il
en de´coule que si w1 −→ w2 (resp. w2 −→ w1 ), alors W (resp. W ⋆) est l’ordre total usuel
sur S(W ).

Lemme 4.4. Soit T = (S,A) un tournoi (-1)-critique, avec S = {0, · · · ,2n} et I(T )(C ) =
Pm+1 ou` C = {0, · · · ,m} est la composante connexe, non re´duite a` un singleton, de I(T ).
Alors m ≥ 3, et si 0 −→ 1, alors V+T (1) = {2, · · · ,2n} et V+T (m− 1) = {m}. De plus, en
de´signant par a le sommet non critique de T , les assertions suivantes sont ve´rifie´es.
1. Si a est impair, alors pour tout sommet impair i, on a:
– Si i ∈ {1, · · · ,m}, alors V+T (i) = {i+1, · · · ,2n}.
– Si i ∈ {1, · · · ,m−a}, alors V+T (m− i) = {m− i+1, · · · ,m}.
En particulier, ou bien S−C = /0, ou bien m est impair.
2. Si a et m sont pairs, alors pour tout sommet impair i, on a:
– Si i ∈ {1, · · · ,a−1}, alors V+T (i) = {i+1, · · · ,2n}.
– Si i ∈ {1, · · · ,m−a−1}, alors V+T (m− i) = {m− i+1, · · · ,m}.
En particulier, S−C 6= /0.
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Preuve.
Notons d’abord que, d’apre`s les lemmes 3.5 et 3.4, I(T )(C ) est un chemin et a ∈
{1, · · · ,m−1}. On a bien m≥ 3, autrement, m = 2 et a = 1 et dans ce cas, d’apre`s le lemme
3.1, S−{0,1} et S−{1,2} sont des intervalles respectifs des tournois T − 0 et T − 2, de
sorte que 1 ∼ S−{0,1} et 1 ∼ S−{1,2}. Comme de plus, (S−{0,1})∩ (S−{1,2}) 6=
/0, alors 1 ∼ S−{1}, ce qui contredit l’inde´composabilite´ de T . D’apre`s le lemme 3.1,
1 ∼ S−{0,1} et m− 1 ∼ S−{m− 1,m} et, comme T est inde´composable avec 0 −→ 1,
alors V+T (1) = {2, · · · ,2n}, en particulier, 1 −→ m− 1 et donc V+T (m− 1) = {m}. Sup-
posons, a` pre´sent, que a est impair et montrons, par re´currence finie, l’assertion 1. D’apre`s
ce qui pre´ce`de, l’assertion est ve´rifie´e pour i = 1. Si i est un sommet impair avec 3≤ i≤m
(resp. 3≤ i≤m−a), alors, par hypothe`se de re´currence, V+T (i−2) = {i−1, · · · ,2n} (resp.
V+T (m− i+2) = {m− i+3, · · · ,m}). Dans ce cas, i−1 (resp. m− i+1) est un sommet cri-
tique de T avec VI(T )(i−1) = {i, i−2} (resp. VI(T )(m− i+1) = {m− i,m− i+2}) de sorte
que, d’apre`s le lemme 3.1, {i, i−2} (resp. {m− i,m− i+2}) est un intervalle de T −{i−1}
(resp. T −{m− i+1}), sans eˆtre un intervalle de T . Il s’ensuit, en utilisant l’hypothe`se de
re´currence, que V+T (i) = {i+ 1, · · · ,2n} (resp. V+T (m− i) = {m− i+ 1, · · · ,m}). En parti-
culier, si m est pair, alors V+T (m− 1) = {m} = {m, · · · ,2n}, de sorte que m = 2n et donc
S−C = /0.
Supposons maintenant que a et m sont pairs et montrons, par re´currence finie, l’assertion
2. Celle-ci est ve´rifie´e pour i = 1. Si i est un sommet impair avec 3 ≤ i ≤ a− 1 (resp.
3 ≤ i ≤ m− a− 1), alors, par hypothe`se de re´currence, V+T (i− 2) = {i− 1, · · · ,2n} (resp.
V+T (m− i+ 2) = {m− i+ 3, · · · ,m}). Dans ce cas, i− 1 (resp. m− i+ 1) est un sommet
critique de T et, en utilisant le lemme 3.1, {i, i− 2} (resp. {m− i,m− i+ 2}) est un in-
tervalle de T −{i− 1} (resp. T −{m− i+ 1}), sans eˆtre un intervalle de T . Il s’ensuit,
en utilisant l’hypothe`se de re´currence, que V+T (i) = {i + 1, · · · ,2n} (resp. V+T (m− i) =
{m− i+ 1, · · · ,m}). En particulier, si S−C = /0, c’est a` dire m = 2n, alors V+T−a(a− 1) =
{a+1, · · · ,2n} et V+T−a(a+1) = {a+2, · · · ,2n}, de sorte que {a−1,a+1} est un intervalle
non trivial du tournoi inde´composable T −a. Contradiction.

Maintenant, nous pre´sentons une preuve du the´ore`me 1.3, qui repose sur une construc-
tion des tournois (−1)-critiques a` partir des diffe´rents graphes d’inde´composabilite´s possi-
bles pour de tels tournois.
The´ore`me 1.3 `A un isomorphisme pre`s, les tournois (−1)-critiques sont les tournois
E2k+12n+1 , F
2k+1
2n+1 , (F
2k+1
2n+1 )
⋆
, G2k+12n+1, (G
2k+1
2n+1)
⋆ et H2k+12n+1 , ou` n ≥ 3 et 1 ≤ k ≤ n− 2. De plus, le
sommet 2k+1 est l’unique sommet non critique de chacun de ces tournois.
Preuve.
Soit T = (S,A) un tournoi (−1)-critique. D’apre`s la proposition 4.1 et le corollaire 4.2,
il suffit de montrer que T est dans la classe E2n+1∪F2n+1∪F ⋆2n+1∪G2n+1∪G⋆2n+1∪H2n+1,
pour un entier n ≥ 3. On de´signe par a l’unique sommet non critique de T et par C la
composante connexe de I(T ), non re´duite a` un singleton. On pose I(T )(C ) = Pm+1 et
S = {0, · · · ,2n}, ou` n ≥ 3 et m ≤ 2n. D’apre`s le lemme 3.4, a ∈ {1, · · · ,m− 1}. On pose
A+I = {i ∈ C : i > a et i est impair}, A
−
I = {i ∈ C : i < a et i est impair}, A
+
P = {i ∈ C : i > a
et i est pair}, A−P = {i ∈ C : i < a et i est pair}, A+ = A
+
P ∪A
+
I et A− = A
−
P ∪A
−
I . Quitte a`
remplacer T par T ⋆, on peut supposer que 0−→ 1.
Supposons d’abord que a est impair. Soit (i, j)∈A−P ×A+P . D’une part, si i 6= a−1 alors,
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d’apre`s le lemme 3.1, {i, i+2} est un intervalle de T −{i+1}, de sorte que (i, j)≡ (i+2, j).
D’autre part, si j ≤ m− 2, alors { j, j + 2} est un intervalle de T −{ j + 1}, de sorte que
(i, j)≡ (i, j+2). Il s’ensuit que :
A−P ∼ A
+
P . (4.3)
Le lemme 4.4 nous ame`ne a` distinguer les deux cas suivants.
– S−C = /0. Dans ce cas m = 2n, et le lemme 4.4 donne que :
pour tout sommet impair i de T, V+T (i) = {i+1, · · · ,2n}. (4.4)
Ne´cessairement a+ 1 −→ 0, sinon, d’apre`s (4.3), A−P −→ A
+
P et, en utilisant (4.3),
on obtient que A− −→ A+, ce qui contredit l’inde´composabilite´ de T −a. Il s’ensuit,
en utilisant (3), que :
A+P −→ A
−
P . (4.5)
On distingue les cas suivants.
– 0 −→ 2. Comme a+ 1 −→ 0 −→ 2, et a est impair, alors a ≥ 3. Le lemme 4.3
donne que T (A−P ) est l’ordre total usuel sur A
−
P . En utilisant de plus la relation
(4.4), on obtient:
T (A−) = La. (4.6)
Notons que a ≤ 2n−3, autrement, a = 2n−1 et, en utilisant (4.4), (4.5) et (4.6),
T =V2n+1, en particulier, T est un tournoi critique, contradiction. Comme de plus
a ≥ 3, alors 3≤ a ≤ 2n−3. On pose alors a = 2k+1, avec k ∈ {1, · · · ,n− 2}.
Si a+1−→ a+3, le lemme 4.3 donne que T (A+P ) est l’ordre total usuel sur A
+
P et,
en utilisant de plus (4.4), (4.5) et (4.6), on obtient que T = E2k+12n+1 .
Si au contraire, a+3−→ a+1, alors T (A+P ) est, encore par le lemme 4.3, le tournoi
dual de l’ordre total usuel sur A+P et, en utilisant encore (4.4), (4.5) et (4.6), on
trouve que T ≃ (F2k
′+1
2n+1 )
⋆
, ou` k′ = n− k−1 ∈ {1, · · · ,n−2} (un isomorphisme f
de T sur (F2k′+12n+1 )⋆ est de´fini par : pour tout i ∈ {0, · · · ,2n}, f (i) = 2n− i).
– 2 −→ 0. Dans ce cas, d’apre`s le lemme 4.3, T (A−P ) est le tournoi dual de l’ordre
total usuel sur A−P . Notons que a ≤ 2n− 3, autrement, a = 2n− 1 et, en utilisant
de plus (4.4) et (4.5), on obtient que T = U2n+1, en particulier, T est un tournoi
critique, contradiction.
Ne´cessairement a+1−→ a+3, sinon, par le lemme 4.3, T (A+P ) est le tournoi dual
de l’ordre total usuel sur A+P et, en utilisant, en outre, (4.4) et (4.5), on obtient
que T =U2n+1, en particulier T est critique, contradiction. Il s’ensuit, encore par
le lemme 4.3, que T (A+P ) est l’ordre total usuel sur A+P . En particulier, a ≥ 3,
autrement, a = 1 et en utilisant, de plus, (4.4) et (4.5), on obtient que T ≃ V2n+1
(la 2n-chaıˆne de T e´tant: 1 < 2 < · · · < 2n). Comme de plus a ≤ 2n− 3, alors
3 ≤ a ≤ 2n− 3. On pose alors a = 2k+ 1, avec k ∈ {1, · · · ,n− 2}. En utilisant
(4.4), (4.5) et le fait que T (A+P ) (resp. T (A−P )) est l’ordre total usuel sur T (A+P )
(resp. le dual de l’ordre total usuel sur T (A−P )), on obtient que T = F2k+12n+1 .
– m est impair. Dans ce cas S− C 6= /0, et le lemme 4.4 nous donne les deux faits
suivants.
pour tout sommet impair i ∈ {1, · · · ,m}, V+T (i) = {i+1, · · · ,2n}. (4.7)
11
T (A+P ) est l’ordre total usuel sur A
+
P , avec A
−∪ (S−C )−→ A+P . (4.8)
Soit µ ∈ S−C et soit i ∈ A−P −{0}. Comme {i, i−2} est un intervalle de T −{i−1}
et µ 6= i−1, alors (i,µ) ≡ (i−2,µ)≡ ·· · ≡ (0,µ). Il s’ensuit que :
pour tout µ ∈ S−C , µ ∼ A−P . (4.9)
Il existe alors λ ∈ S− C tel que λ −→ 0. Autrement, 0 −→ S− C et, en utilisant
(4.9), on obtient que A−P −→ S−C . Il s’ensuit, en utilisant de plus (4.7) et (4.8),
que A− −→ S−A−, ce qui contredit l’inde´composabilite´ de T . Ainsi, de nouveau
par (4.9), λ −→ A−P . Supposons par l’absurde que 0 −→ 2. En utilisant (4.7), (4.8)
et le lemme 4.3, on obtient que T (C ) = Lm+1 et on de´duit, a` l’aide de (4.7), (4.8),
(4.9) et le fait que λ −→ A−P , que T (C ∪{λ}) ≃ Vm+2. Comme le tournoi T n’est
pas critique, S−C 6= {λ}, et puisque | S−C | est impair, alors, par une suite finie
d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoi inde´composable T (C ∪{λ}) de T ,
on obtient deux sommets distincts x et y de S− (C ∪ {λ}) tels que T −{x,y} est
inde´composable. Ceci contredit le fait que {x,y} n’est pas une areˆte de I(T ). Ainsi,
force´ment 2 −→ 0 et, d’apre`s le lemme 4.3, T (A−P ) est le tournoi dual de l’ordre
total usuel sur A−P . De plus, a 6= 1, autrement, A− = {0} et 2 ∈ A
+
P de sorte que,
d’apre`s (4.8), 0 −→ 2, contradiction. On pose alors n′ = m+12 et a = 2k+ 1, ou` k ∈
{1, · · · ,n′−2}. Le tournoi T (C ∪{λ}) est isomorphe a` G2k+12n′+1 (un isomorphisme de
T (C ∪{λ}) sur G2k+12n′+1 envoie λ sur 2n′ et fixe chaque sommet de C ). En particulier,
par la proposition 4.1, le tournoi T (C ∪ {λ}) est inde´composable. Il s’ensuit que
S−C = {λ}. Autrement, | S−C | est impair avec | S−C |≥ 3 et, par une suite finie
d’applications le corollaire 2.3 au sous-tournoi inde´composable T (C ∪{λ}) de T , on
obtient deux sommets distincts x et y de S−C tels que T −{x,y} est inde´composable.
Ceci contredit le fait que x est un sommet isole´ de I(T ). On conclut que n′ = n et que
T = T (C ∪{λ})≃ G2k+12n+1.
Il reste a` examinier le cas ou` a est pair. Soit, dans ce cas, σ la permutation de S fixant
chaque sommet de S−C et telle que pour tout i ∈ C , σ(i) = m− i. L’application σ est un
isomorphisme de T sur un tournoi T ′. Si m est impair, alors le sommet non critique de T ′
est le sommet impair σ(a) = m− a. On se rame`ne ainsi au cas pre´cedent et on de´duit que
T ′, et par suite T , est un tournoi de la classe E2n+1∪F2n+1∪ (F2n+1)⋆∪G2n+1∪ (G2n+1)⋆,
pour un entier n ≥ 3. Supposons alors que m est pair. D’apre`s le lemme 4.4, d’une part
m ≥ 4, d’autre part, le tournoi T est de´termine´ par T (S− (A−I ∪A
+
I )). Posons R = T (CP),
ou` CP est l’ensemble des sommets pairs de C . On a bien R ou R⋆ est l’ordre total usuel
sur CP. En effet, si i et j sont deux sommets de CP, avec 0 < i < j, alors, en utilisant
le lemme 3.1, (i, j) ≡ (i− 2, j) ≡ ·· · (0, j) ≡ (0, j− 2) ≡ ·· · ≡ (0,2). Il s’ensuit que si
0 −→ 2 (resp. 2 −→ 0), alors R (resp. R⋆) est l’ordre total usuel sur CP. Supposons par
l’absurde que 2 −→ 0. D’apre`s ce qui pre´ce`de, R est le tournoi dual de l’ordre total usuel
sur CP et, en utilisant de plus le lemme 4.4, T (C ) = Um+1. Comme de plus | S−C | est
pair avec | S−C |≥ 2, alors, une suite finie d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoi-
inde´composable T (C ) de T , nous donne deux sommets distincts x et y de S−C tels que
T −{x,y} est inde´composable. Ceci contredit le fait que x est un sommet isole´ de I(T ).
Ainsi, 0 −→ 2, de sorte que R est l’ordre total usuel sur CP et, avec le lemme 4.4, T (C ) est
12
l’ordre total usuel sur C .
Soit ν ∈ S−C et soit l ∈ CP−{0}. D’apre`s le lemme 3.1, {l, l−2} est un intervalle de
T −{l−1} et, comme ν 6= l−1, alors (l,ν)≡ (l−2,ν)≡ ·· · ≡ (0,ν). Il s’ensuit que:
pour tout ν ∈ S−C , ν∼ CP. (4.10)
On en de´duit que V+T (0)∩ (S−C ) 6= /0. Autrement, (S−C ) −→ 0 et, d’apre`s (4.10),
S−C −→ CP, de sorte qu’en utilisant de plus le lemme 4.4, on obtient que S−C est un
intervalle non trivial du tournoi inde´composable T . Contradiction. On a aussi V−T (0)∩
(S−C ) 6= /0. Sinon, comme T (C ) est l’ordre total usuel sur C , V−T (0) = /0, ce qui contredit
l’inde´composabilite´ de T . On pose Γ+ =V+T (0)∩(S−C ) et Γ−=V
−
T (0)∩(S−C ). D’apre`s
(4.10), pour tout (u,v) ∈ Γ−×Γ+, u−→ CP −→ v. Il existe alors (α,β) ∈ Γ−×Γ+ tel que
β −→ α, autrement, Γ− ∪A−∪{a} −→ Γ+ ∪A+, ce qui contredit l’inde´composabilite´ de
T . Il s’ensuit que T (C ∪ {α,β}) ≃ H2k+12n′+1, ou` n′ = m+22 ≥ 3 et k = a2 ∈ {1, · · · ,n′ − 2}
(un isomorphisme φ de T (C ∪ {α,β}) sur H2k+12n′+1 est de´fini par φ(i) = i (resp. i+ 1), si
i∈ {0, · · · ,2k−1} (resp. i∈ {2k, · · · ,m}), φ(α) = 2k et φ(β) = 2n′). Il s’ensuit que S−C =
{α,β}, et donc n′ = n et T = T (C ∪{α,β})≃H2k+12n+1 . Autrement, | S−C | e´tant pair, par une
suite finie d’applications du corollaire 2.3 au sous-tournoi inde´composable T (C ∪{α,β}) de
T , on obtient deux sommets distincts x et y de S−C tels que T −{x,y} est inde´composable.
Ceci contredit le fait que x est un sommet isole´ de I(T ). 
Cette preuve du the´ore`me 1.3, donne les tournois (−1)-critiques avec leurs graphes
d’inde´composabilite´. Nous en de´gageons la remarque suivante.
Remarque 4.5. Le graphe d’inde´composabilite´ d’un tournoi (-1)-critique admet au plus
deux sommets isole´s. Plus pre´cise´ment, pour n≥ 3 et pour 1 ≤ k ≤ n−2, on a :
– I(E2k+12n+1) = I(F
2k+1
2n+1 ) = P2n+1.
– I(G2k+12n+1) est obtenu a` partir de P2n+1 en supprimant l’areˆte {2n−1,2n}.
– I(H2k+12n+1) est obtenu a` partir de P2n+1 en supprimant les trois areˆtes {2n− 1,2n},
{2k− 1,2k}, {2k,2k + 1}, et en ajoutant la paire {2k− 1,2k + 1} comme nouvelle
areˆte.
Notons que, d’apre`s le lemme 3.4, si a est le sommet non critique d’un tournoi (−1)-
critique T , alors T −a est un tournoi (−2)-critique. Cela nous ame`ne a` poser le proble`me
suivant.
Proble`me 4.6. Caracte´riser les tournois (−2)-critiques.
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